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摘要：在分析接触式轮廓测量仪误差的基础上，以最小二乘法为基本数学理论，提出了一种能同时校正由于非球面镜放

置时存在的犡、犢 方向的倾斜、犡、犢、犣方向的偏心，曲率半径不准确、以及由于轮廓仪的旋转中心与探测头的零点之间

随机的微小偏移所造成的测量误差的数学模型。数学模拟表明，该模型在校正上述误差源上具有极高的精度，对１ｃｍ以

下的偏心和０．１°以下的倾斜可无误差地恢复，对曲率半径的恢复也极为有效。实际工程应用的结果表明，模型是可靠有

效的，为接触式非球面轮廓测量提供了一个宽松的镜子放置条件及自动拟合最佳曲率半径的功能。特别是自动校正由

于轮廓仪的旋转中心与探测头的零点之间的随机微小偏移所造成的测量误差的功能提高了测量仪的测量精度和测量结

果的重复性。
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１　引　言

　　非球面轮廓测量是制作非球面镜过程中的一

项关键技术。传统的测量方法对镜子的放置有极

严格的要求。镜子中心与探测头零点间微小的偏

移，镜子轴线与测量仪旋转平台的不垂直等因素

都会造成很大的测量误差；测量时提供的镜子的

曲率半径与实际镜子的曲率半径往往有很小的偏

差，也会影响测量结果；另外，在实际工程应用中

发现，轮廓仪的零点会在某一极小的范围内波动，

这一因素在三维轮廓的测量中造成的误差会直接

影响测量结果的重复性。对位置放置所造成的误

差，传统的方法是在测量过程中尽可能地调整镜

子中心位置与探测头零点相一致，然后对测量结

果做去倾斜处理。这一方法在精度要求不高的测

量过程中可勉强应用，但这一方法在每次测量时，

都要花大量时间来调整镜子，且因为镜子中心与

探测头中心不可能严格一致，所以测量精度不能

达到很高。对曲率半径不准确这一点，实际应用

中经常的做法是人工调整这一半径，由主观判断

来找到一个合适的曲率半径。这一方法不但增加

了测量的时间，同时使测量结果带有一定的主观

性。对轮廓仪的零点会在某一极小的范围内波动

这一点，普通的轮廓测量中都会忽略这一误差，但

随着测量精度的提高，这一误差是不可忽略的。

在某些高精度的测量仪中，采用每次测量前重新

校正零点的方法来提高测量精度，但这一方法显

然会增加测量过程的复杂性。

为解决上述问题，本文对接触式非球面轮廓

测量仪进行了较为全面的误差分析，以确定上述

因素会造成什么样的测量误差；在此基础上，以最

小二乘法为基本理论，找到了一种能同时校正镜

子的位置误差，曲率半径误差及轮廓仪的零点漂

移误差的数学模型。通过数学模拟和实际工程应

用二个途径验证了模型的有效性。模型对高精度

接触式非球面轮廓的测量具有极大的帮助，同时

对非接触式轮廓测量过程中的数据处理也具有较

高的参考价值。

２　接触式轮廓测量原理及误差分析

　　接触式三维轮廓仪的工作原理如图１所示。

整个系统主要由三部分组成：水平导轨、旋转平台

和探测头。通过水平导轨的水平移动与旋转平台

的旋转可测量被测物体的三维轮廓数据。其三维

数据的测量过程可简述如下：

首先，探测头在水平导轨上的位置归零，即把

探测头移动到图１的犡－犣坐标系的原点；然后

把被测物体放置于旋转平台的中心位置；最后把

探测头向犡负方向移动一个距离狉，旋转平台顺

时针转动一个角度θ，这时探测头可测量被测物

体在图１的犡′－犢′－犣′坐标系统中坐标（狉·ｃｏｓ

（θ＋１８０），狉·ｓｉｎ（θ＋１８０））处的值（这里假定旋转

平台的旋转中心与水平导轨的零点重合）。通过

选取不同的狉和θ，就能测量被测物体任一坐标点

处的值，从而完成被测物体三维轮廓的测量。

图１　轮廓仪工作原理

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｃｏｎｔａｃｔｉｎｇｃｏｎｔｏｕｒｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

利用上述接触式三维轮廓测量仪测量物体的

三维轮廓时，除去仪器本身固有的不可校正的误

差，如探测头的测量精度，导轨的定位精度外，还

有许多由于测量过程中人为的因素或仪器本身固

有但是可校正的误差，主要包括：探测头在水平导

轨上的移动轨迹并非是一条直线；测量物体的中

心与旋转平台的旋转中心之间的偏差；被测量物

体与犡′轴及与犢′轴之间存在一定的角度；探测

头在犡 轴上的零点与旋转中心之间存在的微小
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偏移；探测头具有一定的大小，一般为一半球，这

一结果造成探测头与被测物体的接触点并不在理

想位置，从而引起测量误差；提供的曲率半径不准

确也会影响最后的测量结果。这些误差可简述如

下：

（ａ）水平导轨引起的测量误差

由于探测头所处的移动导轨不可能完全是一

条直线，所造成的后果是测量的基准值在不同的

位置是不同的。这一误差所造成的实际测量结果

是：测量一个标准平面上的一条直线时，测量的数

据并非是一条直线，而是一条有起伏的不规则曲

线。

这一误差虽然很严重，但由于导轨的误差比

较固定，所以是可以校正的。方法是测量一个标

准平面上的一条直线，测量数据理论上应当是一

条直线，所以测量数据中在某一位置狓处偏离直

线的数值即是导轨在狓 处的误差。记录下这一

数值，以后在相同位置狓处的测量值都减去这一

值即可校正这一误差。

（ｂ）测量物体位置放置不精确所造成的误差

假定测量物体在犡′－犢′－犣′坐标系统中的

理论曲面方程为：

犣′＝犳（狓′，狔′）， （１）

现在由于放置位置不准确，使测量物体的中

心不在坐标原点。现假设实际的位置为（狓０′，

狔０′），则轮廓仪测量的位置（狓′，狔′）处的值实际上

是物体（狓′－狓０′，狔－狔０′）处的值。测量误差为：

Δ＝犳（狓′，狔′）－犳（狓′－狓０′，狔′－狔０′）

（ｃ）测量物体与测量坐标系之间存在的倾斜

角度引起的误差

图２　测量体与测量坐标轴之间的倾斜

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｌｔｉｎｇｏｆｔｅｓｔｏｂｊｅｃｔａｎｄｔｅｓｔｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｘｉｓ

假定测量物体在犡′－犢′－犣′坐标系统中与

犡′轴之间有一个角度α，与犢′轴之间有一个角度

β，如图２所示（注：由于本文的处理均在犡″－犢″

－犣″坐标系中进行，因此以它为基准坐标系，在此

条件下角度α，β均为负值）。根据坐标旋转理

论［３］有：

狓″＝狓′·ｃｏｓα－狕′·ｓｉｎα， （２）

狔″＝狔′·ｃｏｓβ－［狕′·ｃｏｓα＋狓′·ｓｉｎα］·ｓｉｎβ，

（３）

狕″＝［狕′·ｃｏｓα＋狓′·ｓｉｎα］·ｃｏｓβ＋狔′·ｓｉｎβ，

（４）

在坐标系犡′－犢′－犣′中测得的值（狓′，狔′，狕′）

换成（狓″，狔″，狕″）后才满足方程。即：

狕″＝犳（狓″，狔″）

轮廓仪实际测量的是物体在（狓″，狔″）处的值，

理论上应当为狕″，但用户自认为测量的是（狓′，狔′）

处的值。测量误差可认为是：

Δ＝狕′－犳（狓″，狔″）

（ｄ）探测头的零点与旋转平台的旋转中心不

重合引起的误差

假设探测头的零点与旋转平台的旋转中心有

一个偏移（犿，狀），如图３所示。这一偏移造成的

结果是测量坐标的误差。在探测头的零点与旋转

平台的旋转中心重合时，当探测头向犡 负方向移

动距离狉，旋转平台顺时针转动角度θ，则这时认

为探测头测量的是坐标（狉·ｃｏｓ（θ＋１８０），狉·ｓｉｎ

（θ＋１８０））处的值。但当存在偏移（犿，狀）时，实际

测量的是坐标（ρ·ｃｏｓ（θ＋１８０－γ），ρ·ｓｉｎ（θ＋

１８０－γ））处的值。

图３　探测头零点与旋转中心的偏移

Ｆｉｇ．３　Ｚｅｒｏｐｏｉｎｔｏｆｄｅｔｅｃｔｏｒａｎｄｃｅｎｔｅｒｏｆｃｉｒｃｕｍｒｏｔａｔｉｏｎ

其中：

ρ＝ （狉－犿）２＋狀槡
２
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γ＝ａｒｃｓｉｎ（
狀

ρ
［ ］）

测量误差可认为是：

Δ＝犳（狉·ｃｏｓ（θ＋１８０），狉·ｓｉｎ（θ＋１８０））－

犳（ρ·ｃｏｓ（θ＋１８０－γ），ρ·ｓｉｎ（θ＋１８０－γ））

（ｅ）探测头半径引起的测量误差

假定：狕＝犳（狓，狔）是测量物体的理论曲面方

程，测量仪探测头的球头半径为狉。如图４所示，

当探测头调整到点（狓，狔）－探测头球头中心位

置，准备测量被测物体在点（狓，狔）处的值时，由于

探测头有一定的大小，因此实际测量的是球头与

轮廓的切点（狓＋Δ狓，狔＋Δ狔）处的值。

图４　探测头尺寸引起的测量误差

Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒｓｏｕｒｃｅｏｆｄｅｔｅｃｔｏｒｓｉｚｅ

对于旋转对称体，假设探测头球心到中心狕

轴的距离为ρ，切点到中心狕轴的距离为ρ＋Δρ。

探测仪在（狓，狔）处的读数为犵犻（狓犻，狔犻），则有：

犵犻（狓犻＋Δ狓，狔犻＋Δ狔）＝犵犻（狓犻，狔犻）－狉＋狉·犮

其中

θ＝ａｒｃｔａｎ（犳′（ρ＋Δρ，０））， （５）

另外有：

Δρ
狉
＝ｓｉｎ（θ）＝ｓｉｎ（ａｒｃｔａｎ（犳′（ρ＋Δρ，０）））， （６）

通过求解式（６）的超越方程，就能确定Δρ及

θ。其中θ为探测头球心与切点的连线与犣 轴的

夹角。

假设测量坐标０点，探测球头与轮廓的切点

及轮廓的中心三点确定的平面与狓－狕平面的夹

角为α，则：

ｔａｎ（α）＝
狔
狓
， （７）

Δ狓＝Δρ·ｃｏｓ（α）

Δ狔＝Δρ·ｓｉｎ（α
｛ ）， （８）

根据式（７），（８）可对测量点的数据进行修正，从而

获得相对正确的结果。

测量误差可表示为：

Δ＝犳（狓′，狔′）－犳（狓′＋Δ狓′，狔′＋Δ狔′）

（ｆ）曲率半径误差

轮廓测量的结果一般是测量轮廓与标准轮廓

的差值，因此，如果提供的曲率半径与实际的不符

时，测量结果就会不准确。

３　接触式轮廓测量数据处理模型

　　 由上一节的分析知，可校正的误差主要有６

种：导轨误差、测量物体放置的位置误差、测量物

体与测量系统的坐标系统存在一定的角度、探测

头的零点位置与旋转平台的旋转中心的偏移、探

测头有一定尺寸引起的测量误差及曲率半径

误差。

导轨误差可通过测量标准平面来测量导轨在

不同位置的误差值，利用这一值来修正测量数据

就能有效地消除这一误差。探测头半径误差，在

偏心与旋转角度确定后也很容易校正，下面的模

型仅讨论剩余的４项误差。

对于曲率半径为犚，偏心率为犽的非球面镜

方程为［１］：

犳（狓，狔）＝
犮·（狓２＋狔

２）

１＋ １－（犽＋１）·犮２·（狓２＋狔
２

槡 ）

其中：犮＝１／犚。

假设放置时，镜子中心在测量坐标系中的位

置为（狓０，狔０，狕０），镜子与测量坐标系的犡 轴之间

的夹角为α，与犢 轴之间的夹角为β，测量时探测

头零点在犡－犢 平面上的坐标为（犿，狀），镜子实

际曲率半径为犚＋△犚。设点集（狓犻′，狔犻′，狕犻′）为

这一条件下的测量数据。

考虑探测点零点与旋转中心的偏移后，实际

的坐标值应为：

狓犻″＝
狓犻′（（狓犻′

２＋狔犻′
２

槡 ）－犿

（狓犻′
２＋狔犻′

２
槡 ）

＋
狔犻′·狀

（狓犻′
２＋狔犻′

２
槡

［ ］
）

狔犻″＝
狔犻′（狓犻′

２＋狔犻′
２

槡 ）－犿

狓犻′
２＋狔犻′

２
槡 ）

－
狓犻′·狀

（狓犻′
２＋狔犻′

２
槡

［ ］
）

狕犻″＝狕犻′

通过以下的坐标平移和旋转，可把测量值变

换到与非球面标准方程相一致的坐标系中：

狓犻＝（狓犻″－狓０）·ｃｏｓα－（狕犻″－狕０）·ｓｉｎα

狔犻＝（狔犻″－狔０）·ｃｏｓβ－［（狕犻″－狕０）·ｃｏｓα＋

５９４第４期 　　　　　　仇谷烽，等：接触式非球面轮廓测量的数据处理模型



（狓犻″－狓０）·ｓｉｎα］·ｓｉｎβ

狕犻＝［（狕犻″－狕０）·ｃｏｓα＋（狓犻″－狓０）·ｓｉｎα］·

ｃｏｓβ＋（狔犻″－狔０）·ｓｉｎβ
最后考虑曲率半径误差后，在理想状态下有：

狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）＝０

其中：

犳（狓，狔，Δ犚）＝
犮·（狓２＋狔

２）

１＋ １－（犽＋１）·犮２·（狓２＋狔
２

槡 ）

其中：犮＝１／（犚＋Δ犚）。

实际测量中，参数（狓０，狔０，狕０，α，β，犿，狀，Δ犚）

是未知的。工程运用中可用使下式最小的参数

（狓０′，狔０′，狕０′，α′，β′，犿′，狀′，Δ犚′）作为它的最佳匹

配值。

犉（狓０，狔０，狕０，α，β，犿，狀，Δ犚）＝∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］
２

由数学知识知，要使上式最小，必须使上式的

一阶偏导数为０，即：

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

α
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

α
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

α
］＝０

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

β
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

β
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

β
］＝０

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

狓０
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

狓０
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

狓０
］＝０

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

狔０
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

狔０
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

狔０
］＝０

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

狕０
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

狕０
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

狕０
］＝０

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

犿
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

犿
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

犿
］＝０

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

狀
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

狀
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

狀
］＝０

∑
狀

犻＝１

［狕犻－犳（狓犻，狔犻，Δ犚）］·［
狕犻

Δ犚
－犳狓′（狓犻，狔犻）

狓犻

Δ犚
－犳狔′（狓犻，狔犻）

狔犻

Δ犚
］＝

烅

烄

烆
０

　　理论上只要能求解出上述方程组，就能获得

最佳的参数（狓０′，狔０′，狕０′，α′，β′，犿′，狀′，Δ犚′），根据

这一结果对测试获得的原始数据进行处理就能获

得精确的非球面轮廓。上述方程组是一个８元超

越方程组，实际工程中可应用拟牛顿法求解［２］。

４　数据模拟处理及实际工程应用

　　将从理论和实际应用两方面来验证模型的有

效性。

４．１　数据模拟验证

根据上述误差分析，利用计算机模拟给定参

数（狓０，狔０，狕０，α，β，犿，狀，Δ犚）下的点集，再加入一

定幅度的随机误差，然后利用上述的数据模型进

行处理，观察其估计的参数（狓０′，狔０′，狕０′，α′，β′，

犿′，狀′，Δ犚′）与实际参数之间的区别。

通过大量模拟数据的处理结果表明，本模型

可精确地复原上述误差。限于篇幅，下面仅给出

二个模拟实例。

实 例 １：非 球 面 镜 参 数 犚 ＝ ８９９，

犽＝－０．９６３５６５。探测头球面半径狉＝１．３ｍｍ，

模拟参数（狓０，狔０，狕０，α，β，犿，狀，Δ犚）为（１０，１０，－

８０，０．１，０．１，０．１，０．１，０）。上述值中狓０，狔０，狕０，

犿，狀的单位为 ｍｍ，α，β的单位为（°）。模拟点集

是一系列同心圆，这些圆的半径间隔为１５ｍｍ，

角度间隔为１０°，半径范围为［０，１６５］，总点数为

３６×１１＋１＝３９７（半径为０的圆仅一点）。

上述参数中Δ犚为０，模拟时以实际的曲率半

径来生成数据，但在数据处理时输入的曲率半径

将为８８９，也即有１０ｍｍ的偏差。

实例１中不加随机误差，在实例２中将加入

一定幅度的随机误差。
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实例１的数据处理结果如表１所示：

数据处理时镜子的输入参数为：犚＝８８９，

犽＝－０．９６３５６５。也即人为给出了１０ｍｍ 的曲

率半径误差。在解方程组时的初值全部设置为０。

实例２：所有参数同实例１，不同的是加入了一定幅

度的随机误差，其结果如表２所示。

表１　不带随机误差的数据模拟及数据处理结果

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄａｔａｓｉｍｕｌａｔｉｎｇａｎｄｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｗｉｔｈｏｕｔｒａｎｄｏｍｅｒｒｏｒ

误差源 真实值 求解方程给定初值 数据处理结果 镜面误差

狓０ 　１０ｍｍ ０ 　９．９９９７６４

狔０ 　１０ｍｍ ０ 　９．９９８６０６

狕０ －８０ｍｍ ０ －７９．９９９９９７

α ０．１° ０ 　０．１０００１５

β ０．１° ０ 　０．１０００８９

犿 　０．１ｍｍ ０ 　０．０９９９９８

狀 　０．１ｍｍ ０ 　０．１０００００

Δ犚 －１０ｍｍ ０ －１０．００００２４

犘犞＝０．０００６８３μｍ

ｒｍｓ＝０．０００１２０μｍ

注：犘犞 为最大误差与最小误差

的差值，ｒｍｓ为误差的均方根值。

表２　带不同幅度随机误差的数据模拟及数据处理结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄａｔａｓｉｍｕｌａｔｉｎｇａｎｄｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｗｉｔｈｒａｎｄｏｍｅｒｒｏｒ

误差源 真实值
求解方程

给定初值

数据处理结果

幅度为３μｍ 幅度为０．３μｍ 幅度为０．０３μｍ

镜面误差

狓０ 　１０ｍｍ ０ 　９．９７６０５３ 　１０．００３７１０ 　９．９９９８５２

狔０ 　１０ｍｍ ０ 　９．８５３５１７ 　１０．００３１５６ 　９．９９８４８６

狕０ －８０ｍｍ ０ －７９．９９９７２２ －８０．００００１２ －７９．９９９９９６

α ０．１° ０ 　０．１０１５２３ 　０．０９９７６６ 　０．１０００１０

β ０．１° ０ 　０．１０９２２４ 　０．０９９７９９ 　０．１０００９６

犿 　０．１ｍｍ ０ 　０．０９６２３８ 　０．１００１７１ 　０．１０００２６

狀 　０．１ｍｍ ０ 　０．０９９０７９ 　０．０９９９１９ 　０．１００００９

Δ犚 －１０ｍｍ ０ －１０．０５０２７３ －９．９９７１８０ －９．９９９８２９

犘犞＝３．１１８９６６μｍ

ｒｍｓ＝０．８５３３２１μｍ

犘犞＝０．３１１４４０μｍ

ｒｍｓ＝０．０８８４５６５μｍ

犘犞＝０．０３１８４９μｍ

ｒｍｓ＝０．００８２５８μｍ

４．２　实际工程应用

模型在某轮廓仪上获得了实际的应用，取得

了较为满意的结果。轮廓仪的测量精度大约在

３～４μｍ。这里以某一非球面镜为例，给出其实

际测量结果。

非球面镜参数：犚＝８９９，犽＝－０．９６３５６５。

轮廓仪探测头半径：狉＝１．３ｍｍ。

非球面镜的采样点：半径为７０～１６０ｍｍ，采

样间隔为５ｍｍ，角度间隔为１０°。总采样点为：

［
（１６０－７０）

５
＋１］×３６＝６８４。

该非球面镜已经在干涉仪下检测过，犘犞 在

１μｍ以下。

利用模型处理数据后，获得的检测结果如

图５所示。其确定的参数为：狓０＝１．４８００１３，

狔０＝１．６７３９４５，狕０＝－２０．２３９０８３，α＝－０．１２８６１３，

图５　实际工程测量结果

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｐｒａｃｔｉｃａｌｔｅｓｔｉｎｇ

β＝－０．１１２３８２，犿＝０．１３６５８３，狀＝－０．００２２２９，

Δ犚＝－２．６８５。

测量结果：犘犞＝２．１９５８３３，ｒｍｓ＝０．４９７０２２。
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从实际测量结果看，模型分析获得的测量精

度已经接近或达到了探测仪本身的测量精度。

５　结　论

　　 在分析接触式轮廓仪误差的基础上，运用最

小二乘法的基本原理，提出了一个可同时消除由

于非球面镜放置时存在的犡、犢 方向的倾斜、犡、

犢、犣方向的偏心，曲率半径不准确、以及由于轮

廓仪的旋转中心与探测头的零点之间的随机的微

小偏移所造成的测量误差的数学模型。从理论上

的数据模拟到实际工程应用都证明，模型能有效

地校正上述的误差源。从带有随机误差的数据模

拟更表明，模型的校正精度会随着随机误差的幅

度减小而增加。模型的这一特征使它非常适合运

用在非球面镜制作过程中的面形检测。非球面镜

制作的早期，面型误差很大，这时模型的恢复精度

相对较差，但对于这时的实际面形而言，这一误差

是完全可接受的。随着镜子面形的逐步完善，模

型的分析精度也不断在提高，从带随机误差的数

据模拟可观察到，模型的分析误差就犘犞值而言，

其相对精度始终在１０％以下。这一特性使模型

在镜面误差大于或接近仪器本身测量精度的范围

内都可有效使用。

模型的最大优点是在提供高精度测量结果的

同时，放宽了镜子的放置条件，从而方便了镜子制

作过程中的面形检测过程。模型的提出是基于接

触式轮廓仪的，但模型本身及其推导模型的思想

在非接触式轮廓仪中同样适用。
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